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  В статье продолжается обсуждение вопроса о  существовании и  
единственности треугольника, заданного своими высотами, медианами, 
биссектрисами, затронутого в предыдущих публикациях журнала. 
Предложены доказательства  равенства треугольников  по двум его  сторонам 
и биссектрисе, а в случае остроугольного треугольника – по двум 
биссектрисам и стороне.  
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В статье     А. Жукова,      И. Акулича        «Однозначно ли  
определяется  треугольник?» («Квант», 2003,  № 1, с. 29 –31)  и недавней 
статье    А. Жукова «Биссектрисы задают треугольник» («Математика в 
школе», 2010, № 5,  с. 64-65) обсуждался вопрос о  существовании и  
единственности треугольника, заданного своими высотами, медианами, 
биссектрисами. Наибольшие трудности были связаны с рассмотрением 
биссектрис. Нам представляется интересным продолжение исследований, в 
частности,  доказательство существования и единственности треугольника по 
комбинациям его сторон, медиан, высот, биссектрис.  
Если с высотами и медианами вопрос решается без затруднений 
традиционными методами, то  с биссектрисами требует  поиска 









треугольников  по двум его  сторонам и биссектрисе и в случае 
остроугольного треугольника – по двум биссектрисам и стороне.  
 
  Задача 1. 
 Доказать равенство двух треугольников  по двум сторонам   и 
биссектрисе. 
 
 Доказательство.  
Требуется доказать следующий признак: «если две стороны и одна из 
биссектрис одного треугольника равны двум сторонам и соответствующей 
биссектрисе другого треугольника, то такие треугольники равны».  
Пусть даны два треугольника: ∆АВС и ∆А1В1С1. Обозначим a=ВС,  
b=AC, c=АВ, la (соответственно lb и lc) – биссектриса из вершины А 
(соответственно В и С), и аналогично для треугольника А1В1С1. 
Предположим, что b = b1, с=с1. Рассмотрим первый случай, когда 
биссектрисы проведены  к третьим сторонам треугольников:  la = 1al . Не 
нарушая общности, предположим 1AA ∠≥∠ . Тогда 2
cos
2
cos 1 AA ≤ . Учитывая, 



















, причём равенство возможно только в случае равенства углов A и A1, откуда 
и следует равенство треугольников. 
Рассмотрим второй случай, когда  биссектрисы  проведены  к одной из 
равных сторон: lс = 1cl (случай lb = 1bl  рассматривается аналогично). По 




















= − + 
. Следовательно, если   
a > a1 (соответственно a< a1),  то lс > 1cl (соответственно  lс < 1cl ). Значит,  









  Таким образом, получили признак равенства треугольников по двум 
сторонам и биссектрисе. 
 
Задача 2. 
Доказать, что два остроугольных треугольника равны по стороне и 
двум биссектрисам, проведенным к двум другим сторонам. 
 
Доказательство. 
Рассмотрим треугольники ABC и A1B1C1, в которых  равны  биссектрисы 
AL и A1L1,  BM и B1M1 и стороны AB и A1 B1 . Покажем, что треугольники ABC 
и A1B1C1  равны. Если углы, прилежащие к сторонам AB и A1B1,    равны, то 
∆АВС = ∆А1В1С1. Таким образом, достаточно показать, что  равенство 
биссектрис AL=A1L1 и BM=B1M1 невозможно в каждом из двух следующих 
случаев: 
1.  ,1AA ∠≤∠  ,1BB ∠≤∠  причём хотя бы одно из неравенств строгое; 
2.  1AA ∠<∠  и 1BB ∠>∠ , 
остальные случаи рассматриваются аналогично. 
Разберем сначала первый случай.  
Привлекая теорему синусов  для треугольников ABM и ABL  
соответственно, получим: 











































































≥ , так как 
рассматриваемые величины положительные и взаимно-обратные. Не 











≥ . Кроме 
























1x ),  причём 
хотя бы одно из неравенств строгое. Значит, AB: AL >A1B1: A1L1= AB: A1L1, 
откуда AL< A1 L1.  
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Если a > a1, то рассмотрим два подслучая. 


















= .   
В подслучае 1bb <  обозначим р – периметр треугольника АВС 
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+>+  и 1bb >  – 
противоречие с условием 1bb < . 
  Таким образом,  получен еще один признак равенства остроугольных 
треугольников по стороне и двум биссектрисам, проведенным к двум другим 
сторонам. Случай, когда рассматриваемые треугольники являются 
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